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ВИЗНАЧЕННЯ ПОСТІЙНОЇ ПОПРАВКИ ЕЛЕКТРОННИХ ВІДДАЛЕМІРІВ  
МЕТОДАМИ НЕЛІНІЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ 
Розроблено алгоритм опрацювання результатів досліджень постійної поправки електронних тахеометрів. Його суть по-
лягає у використанні методу Гауса та знаходженні мінімуму деякої функції визначення похибок виміряних віддалей. Спо-
чатку було досліджено кількість необхідних вимірювань для приладу: розглянуто вплив кореляційної залежності між вели-
чинами інструментальної і випадкової похибок. Далі складено систему рівнянь на підставі залежностей між довжиною вимі-
ряного створу та його відрізків у всіх комбінаціях з урахуванням постійної поправки віддалеміра. Отже, отримано умовні 
рівняння з однією невідомою – постійною поправкою віддалеміра. За наявністю великої кількості вимірювань розв'язання 
такої системи рівнянь полягає у знаходженні мінімуму деякої функції визначення похибок виміряних віддалей. При цьому 
найдоцільнішим вибором є критерій мінімізації максимального відхилення, який дає змогу відбракувати грубі помилки у 
виміряних значеннях. Отже, отримано найімовірніше значення постійної поправки віддалеміра, значення довжин виміряно-
го створу та його відрізків, які будуть узгодженими у всіх можливих комбінаціях. Дослідження здійснено на геодезичному 
полігоні за оптимальних метеорологічних умов. З'ясовано, що запропоновані технологічні рішення можуть підвищити точ-
ність урівноваження значення постійної поправки віддалеміра, довжин виміряного створу та його відрізків, порівняно із ві-
домим методом корелат, мінімум на 10 %. На прикладі дослідження тахеометра SOUTH NTS-350 встановлено, що точність 
отриманих апроксимованих значень довжин створу і його відрізків практично у три рази вища від задекларованої у техніч-
них характеристиках СКП вимірювання довжин ліній цим самим приладом. 
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Вступ 
На сьогодні віддалемірна техніка, а саме електронні 
тахеометри, широко застосовують практично у всіх ви-
дах геодезичних робіт та різноманітних дослідженнях 
[5, 8]. Однією зі сфер застосування електронних тахе-
ометрів є моніторинг деформацій інженерних споруд, 
які потребують періодичного контролю геометричних 
параметрів. Дані задачі складні для розв'язання і потре-
бують високої точності виконання вимірювання [7, 13]. 
Для забезпечення необхідної точності результатів вимі-
рювань потрібно мінімізувати вплив систематичних по-
хибок, які можуть виникати через різні чинники, зокре-
ма незбіг осей обертання електронного віддалеміра і 
відбивача [12, 14]. У більшості сучасних електронних 
тахеометрів ця постійна поправка (ν) встановлена та-
кою, що дорівнює нулю [10]. Однак унаслідок експлу-
атації приладу її значення із часом може змінюватись. 
Тому для забезпечення високої точності та отримання 
надійних результатів у роботі з електронним тахеомет-
ром цю систематичну похибку необхідно враховувати. 
Класично визначення постійної поправки електронних 
віддалемірів виконують на еталонних геодезичних по-
лігонах [9, 10, 15], порівнюючи вимірювані значення 
тензорних величин із їх еталонними значеннями. Однак 
сьогодні на території України недостатньо еталонних 
геодезичних полігонів та метрологічних лабораторій, 
щоб забезпечити швидкий та якісний контроль віддале-
мірної техніки. Усе це обґрунтовує необхідність удос-
коналення наявних та розроблення нових методик виз-
начення постійної поправки електронних тахеометрів. 
Об'єкт дослідження – високоточне вимірювання та 
моніторинг лінійних інженерних споруд у реальних ат-
мосферних умовах. 
Предмет дослідження – методи і технологічні рі-
шення визначення постійної поправки електронних та-
хеометрів із застосуванням сучасних геодезичних спо-
собів. 
Мета роботи – розроблення нової методики опра-
цювання результатів досліджень при обчисленні пос-
тійної поправки електронної віддалемірної техніки з ви-
користанням методів нелінійного програмування. 
Для досягнення зазначеної мети визначено такі ос-
новні завдання дослідження: 
1) розробити рекомендації з підвищення точності та 
ефективності виконання досліджень з визначення пос-
тійної поправки електронних тахеометрів, завдяки за-
безпеченню оптимальної кількості вимірів; 
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2) розробити методику розрахунку постійної поправки 
електронних тахеометрів методами нелінійного програ-
мування з можливістю відбракування грубих похибок; 
3) апробувати запропоновані технологічні рішення на 
проммайданчику. 
Наукова новизна отриманих результатів досліджен-
ня – вперше запропоновано використовувати метод уза-
гальненого зведеного градієнта (GRG) з послідовним 
використанням критеріїв мінімізації максимального від-
хилення та мінімізації повної суми квадратів відхилень 
для визначення постійної поправки віддалеміра, що да-
ло змогу підвищити точність й ефективність отриманих 
результатів. 
Практична значущість результатів дослідження: 
1) можливість проводити метрологічний контроль тахе-
ометрів практично на проммайданчику перед виконан-
ням високоточних інженерно-геодезичних робіт; 
2) зменшення часу виконання віддалемірних вимірювань 
за допомогою визначення оптимальної кількості необ-
хідних вимірювань для приладу; 
3) підвищення точності визначення постійної поправки 
віддалеміра мінімум на 10 % порівняно із відомим ме-
тодом корелат. 
Аналіз останніх досліджень та публікацій. На 
сьогодні відомо декілька [1, 2] класичних методів виз-
начення постійної поправки шляхом вимірювання відо-
мої віддалі на еталонному геодезичному базисі. У пер-
шому варіанті [11] виконується вимірювання еталонно-
го базису завдовжки 300-500 м, у другому [13] вимірю-
ються віддалі відомої довжини в межах фазового циклу, 
у третьому вимірюється декілька базисів, довжини яких 
були виміряні іншим повіреним приладом із необхід-
ною точністю [10]. У цих методиках постійна поправка 
електронного тахеометра розраховується як різниця 
між відомою віддаллю та виміряною за допомогою дос-
ліджуваного електронного тахеометра. Недоліком опи-
саних вище методів є необхідність проведення дослі-
джень на еталонному геодезичному базисі, точність 
якого повинна становити 2·10-6 м, вплив похибок цен-
трування тахеометра та відбивача, дестабілізаційні 
чинники, такі як атмосферні умови. 
Проте неподалік місця проведення високоточних ін-
женерно-геодезичних робіт еталонного базису може не 
бути, а створення такого полігону за короткий термін є 
неможливим. Відомо, що кількість еталонних геодезич-
них полігонів в Україні є недостатня [17, 18]. Такі полі-
гони функціонують у Києві, Харкові, Вінниці, Криму, 
Миколаєві, Львівській області [15] та на території Ко-
ломийського аеропорту в Івано-Франківській області 
(свідоцтво про державну метрологічну атестацію ДП 
"Укрметртестстандарт" №23-0054 від 28.05.2015 р.). 
Альтернативою цим способам можна вважати методи-
ки, які базуються на виконанні лінійно- кутових вимі-
рювань [4]. Перевагами цих методів є висока точність 
отриманих результатів та можливість виконання вимі-
рювань безпосередньо на об'єкті робіт, проте на етапі 
опрацювання результатів у такій мережі є складності із 
вибором вагових коефіцієнтів для лінійних вимірів та 
кутових вимірів. На нашу думку, найефективнішим та 
простим у реалізації є вимірювання відрізків створу у 
всіх комбінаціях [12, 3]. Основними перевагами цього 
способу є простота реалізації, відсутність потреби у до-
датковому обладнанні та швидкість виконання. Реко-
мендацій щодо опрацювання результатів такого дослі-
дження немає. 
Результати дослідження та їх обговорення 
Оскільки всі результати вимірювань однорідні, от-
римані одним і тим самим приладом та методом вимі-
рювань за однакових метеорологічних умов, то прийме-
мо, що всі отримані значення рівноточні. Отже, загаль-
ну похибку вимірювання (δ) можна подати як суму сис-
тематичної  (v) та випадкової складових (∆): 
 δ ν= + ∆ . (1) 
Для підвищення точності отриманих результатів, не-
обхідно виключити випадкову складову похибки прила-
ду із результатів виміряних віддалей. Враховуючи влас-
тивість компенсації рівноточних похибок, та власти-
вість простої арифметичної середини, можна стверджу-
вати, що арифметична середина буде вільна від випад-







  ∆ = − − . (2) 
На практиці ж кількість вимірів є обмеженою, тому 
для отримання достовірних результатів необхідно пере-
віряти чи отримані значення підпорядковуються нор-
мальному закону розподілу, для якого функція густини 








Φ = , (3) 
де: m – математичне сподівання; σ – середнє квадратич-
не відхилення ( 2σ  – дисперсія). 
Згідно з теорією похибок, якщо випадкові похибки, 
отримані із рівноточних вимірювань, підкоряються нор-
мальному закону розподілу Гауса, то на них діють опи-
сані вище властивості. Використання апарату матема-
тичної статистики є складним, тому альтернативою ви-
користання функції густини розподілу випадкових ве-
личин можна використовувати правило 3σ: 
 ( 3 ) 0P X a σ− ≥ → . (4) 
Правило 3σ доцільно використати для перевірки от-
риманих вимірів на відповідність підпорядкуванню 
нормальному закону розподілу: якщо закон розподілу 
виміряних значень невідомий, але умова, вказана в 
цьому правилі, виконується, тоді можна припустити, 
що випадкова величина розподілена нормально. Імовір-
ність того, що відхилення за абсолютною величиною 
буде менше від потроєного середнього квадратичного 
відхилення, дорівнює 0,9973. 
Теорія методу Гауса показує, що нескінченне збіль-
шення числа вимірювань не дає помітного збільшення 
точності [6, 16]. Тому не доцільно, а інколи і неможли-
во, виконувати велику кількість вимірювань для визна-
чення однієї величини, у нашому випадку – віддалі. 
Кількість необхідних вимірювань визначається співвід-
ношенням величини інструментальної (для електронно-
го тахеометра SOUTH NTS-350 m = 2 мм + 2 мм на 
1 км) і випадкової похибок (∆). 
У такому випадку зберігається ефективність мінімі-
зації квадратів відхилень. Для визначення стандартного 
відхилення використаємо відому формулу 
 ,1
1ˆ( ) n i ji Dn
σ δ == ∑ , (5) 
де ,i jD  – коваріаційна матриця похибок вимірювань, 
що визначається за формулою 
 



















Для визначення оптимальної кількості вимірювань 
однієї величини розглянемо вплив кореляційної залеж-
ності між похибками вимірювань. Унаслідок вимірю-
вань отримано 200 рівноточних вимірів та обчислено їх 
середньоквадратичні похибки (σ). Розрахуємо кореля-
ційну залежність між похибками вимірювання, сталий 
коефіцієнт кореляції становить 0,8834k = . 
На рис. 1 зображено графік залежності співвідно-
шення від кількості n вимірювань. 
 
Рис. 1. Залежність стандартного відхилення за середнім ариф-
метичним від числа вимірювань 
Із рис. 1 видно, що із збільшенням кількості n кіль-
кості вимірювань розглянута функція приймає менші 
значення, наближаючись до свого мінімуму. Однак, по-
чинаючи із деякої кількості вимірів ( 40n = ), зменшення 
похибки стає незначущим та надалі збільшення кіль-
кості виконаних вимірів можна вважати практично не 
виправданим. Для детальнішої оцінки отриманої вибір-
ки дослідимо вплив не врахованої кореляції між виміра-
ми на оцінку точності. 
Розрахуємо середньоквадратичну похибку за форму-














∑ . (7) 
Отримавши значення СКП для різної кількості вимі-
рювань у діапазоні однієї вибірки, що складається із 
40 рівноточних вимірів віддалі, графічно зобразимо 
вплив не врахованої кореляції для цього випадку. 
 
Рис. 2. Залежність впливу кількості вимірювань на СКП 
Відповідно до отриманих результатів, що проілюс-
тровані графічно (рис. 2), СКП із збільшенням кількості 
вимірів зменшувалась. Однак після тридцятого значен-
ня (СКП = 0,472198) почала монотонно зростати. У 
цьому випадку при 30n ≥  збільшення кількості викона-
них вимірювань є шкідливим з погляду забезпечення 
оптимальної кількості вимірів. 
За отриманими результатами можна стверджувати, 
що повністю позбавитись від систематичних похибок 
неможливо, деякі систематичні похибки, спричинені 
незначними змінами умов вимірювання, залишаються. 
Ця особливість супроводжується незначною кореля-
цією між виміряними віддалями, що приводить до наг-
ромадження систематичних похибок та погіршення от-
риманих результатів. Необґрунтоване збільшення кіль-
кості вимірювань призводить до розширення часового 
інтервалу вимірювань та втрати точності шуканого па-
раметра (віддалі). 
Визначивши оптимальний розмір вибірки, продов-
жимо дослідження запропонованої методики розрахун-
ку постійної поправки віддалеміра (v) за даними, отри-
маними під час експериментальних досліджень на зап-
роектованому створі. На ділянці із бетонним покривом 
без значних перепадів висот було встановлено два шта-
тиви на віддалі 125 м один від одного. Електронний та-
хеометр та відбивач встановлюють на пунктах 1 та 
4 відповідно (рис. 3). Після цього у створі лінії 1-4 на 
віддалях 41 та 74 м встановлюють штативи у пунктах 
2 та 3, у такий спосіб створ розділено на три частини. 
Кожна віддаль виміряна тридцять разів, оптимальну 
кількість вимірювань для цього електронного тахеомет-
ра було доведено вище. Дослідження виконували зран-
ку у сонячну погоду за температури 14 °С, тиску 
737 мм рт. ст. 
 
Рис. 3. Типова схема створного способу визначення постійної 
поправки віддалеміра 
Переносячи тахеометр між штативами за наведеною 
схемою (див. рис. 3) вимірюють всі можливі віддалі: 
1) із першої станції вимірюють віддалі: S1-2, S1-3, S1-4; 
2) із другої станції вимірюють віддалі: S2-3, S2-4; 
3) із третьої станції вимірюють віддалі: S3-4. 
Середні значення виміряних віддалей та їх дисперсії 
наведено у таблиці. 
Таблиця. Результати вимірювань віддалей 
закладеного створу 
 Середня віддаль відрізка, м СКП, мм 
S1-2 41,5434 0,0156 
S1-3 74,3465 0,0159 
S1-4 125,0361 0,0113 
S2-3 32,8 0,0069 
S2-4 83,4892 0,0132 
S3-4 50,687 0,0069 
Враховуючи особливості наведеної схеми вимірів 
(див. рис. 3), можна скласти такі рівняння для визначен-
ня поправки: 
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Три перші залежності складено з огляду на те, що 
суми істинних довжин відрізків лінії, з урахуванням 
постійної поправки віддалеміра, повинні дорівнювати 
врівноваженій довжині цілого створу S1-4. Дві інші за-
лежності складено за таким самим принципом, однак 
для проміжних віддалей S1-3 та S2-4 відповідно. Розв'я-
завши наведену систему умовних рівнянь, отримаємо 
значення постійної поправки віддалеміра, апроксиму-
ючі розміри створу та його відрізків, які будуть узго-
дженими у всіх можливих комбінаціях. 
Розроблена методика базується на використанні ме-
тоду множників Лагранжа під час знаходження розв'яз-
ку задачі нелінійного програмування, яка у більшості 
програмних ресурсів має назву Нелінійний метод уза-
гальненого зведеного градієнта (GRG). Суть цього 
розв'язку полягає у знаходженні умовного локального 
екстремуму. При цьому найдоцільнішими є послідовне 
використання критеріїв мінімізації максимального від-
хилення та мінімізації повної суми квадратів відхилень 
(метод найменших квадратів). Метод мінімізації макси-
мального відхилення дає можливість відбракування 
грубих помилок у виміряних значеннях. Наступна міні-
мізація повної суми квадратів відхилень (9) дасть змогу 
мінімізувати випадкові похибки виміряних віддалей, 
оскільки обрані вибірки піддаються нормальному зако-
ну розподілу 
 2, ,1( ) min
n вим іст
i j i ji
S S ν= − − →∑ . (9) 
Отже, отримаємо найімовірніше значення постійної 
поправки віддалеміра, значення довжин виміряного 
створу та його відрізків, які будуть узгодженими у всіх 
можливих комбінаціях. 
Обговорення результатів дослідження. Для адек-
ватної оцінки якості роботи алгоритму, постійну поп-
равку віддалеміра додатково обчислимо відомим мето-
дом корелат. Після цього результат, отриманий запро-
понованим методом нелінійного програмування та відо-
мим методом корелат, підставимо у кожне із рівнянь 
системи (8). Рис. 4 ілюструє результати розрахунків. 
По осі ординат відкладемо залишкову похибку після 
врахування сталої поправки тахеометра; по осі абсцис – 
порядковий номер рівняння із системи (14). Цифри під 
гістограмою показують наскільки запропонований ме-
тод підвищує точність відносно відомого. 
Проаналізувавши дані гістограми, можна стверджу-
вати, що запропоновані технологічні рішення дають 
змогу підвищити точність урівноваження значення пос-
тійної поправки віддалеміра, довжин виміряного створу 
та його відрізків, порівняно із відомим методом коре-
лат, мінімум на 10 %. 
Виконаємо оцінку точності отриманих результатів 
роботи запропонованого алгоритму. Для отримання 
СКП врівноважених довжин створу та його відрізків 









= − −= =∑ . (10) 
 
Рис. 4. Порівняння точності роботи запропонованого методу із 
відомим 
Точність врівноважених апроксимованих значень 
довжини створу і його відрізків практично у три рази 
вища від задекларованої виробником СКП вимірювання 
довжин ліній досліджуваного тахеометра SOUTH NTS-
350. 
Висновок 
1. Перевага розробленого алгоритму опрацювання 
результатів досліджень постійної поправки електрон-
них тахеометрів перед наявними полягає у: 
● можливості проводити метрологічний контроль тахеомет-
рів практично на проммайданчику, перед виконанням висо-
коточних інженерно-геодезичних робіт без значних часових 
та матеріальних витрат порівняно із дослідженнями на ета-
лонному геодезичному полігоні; 
● зменшенні часу виконання віддалемірних вимірювань за 
допомогою визначення оптимальної кількості необхідних 
вимірювань для приладу, враховуючи вплив кореляційної 
залежності між величинами інструментальної і випадкової 
похибок (∆); 
● відсутності потреби у додаткових дороговартісних прила-
дах. 
2. Теоретично обґрунтовано та апробовано алгоритм 
опрацювання результатів обчислення постійної поправ-
ки віддалеміра, вимірюючи довжини створу та його від-
різків у всіх комбінаціях. Запропоновано контролювати 
кількість необхідних вимірювань однієї віддалі опира-
ючись на вплив кореляційної залежності між величина-
ми інструментальної і випадкової похибок. Значення 
постійної поправки віддалеміра визначено методом не 
лінійного програмування із послідовним використан-
ням критеріїв мінімізації максимального відхилення та 
мінімізації повної суми квадратів відхилень (метод 
найменших квадратів). Водночас, отримане значення 
постійної поправки віддалеміра є узгодженим із значен-
ням довжин виміряного створу та його відрізків у всіх 
можливих комбінаціях. 
3. Проведено експериментальну апробацію розроб-
леного алгоритму, результати якої підтверджують ефек-
тивність використання запропонованих технологічних 
рішень та показують підвищення точності отриманих 
результатів мінімум на 10 % порівняно із відомим мето-
дом корелат. 
4. На прикладі дослідження тахеометра SOUTH 
NTS-350 показано, що точність врівноважених апрокси-
мованих значень довжин створу і його відрізків прак-
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тично у три рази вища від задекларованої виробником 
СКП вимірювання довжин ліній. 
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DETERMINATION OF CONSTANT CORRECTION OF ELECTRONIC RANGEFINDERS  
BY NONLINEAR PROGRAMMING METHODS 
The paper deals with the issues of electronic rangefinders correction. In the course of our study an algorithm of research data pro-
cessing of constant correction of electronic rangefinders has been developed. Its essence is an application of Gaussian method to find 
the minimum of some function for determining the errors of measured distances. Firstly, the number of required measurements for a 
device was investigated for consideration of correlation influence between instrumental and random errors. Next, a system of equati-
ons is compiled based on relations between the measured target length and its segments in all combinations, taking into account the 
constant correction of the rangefinder. Thus, conditional equations are obtained with one unknown value – the constant correction of 
the rangefinder. Due to the large number of measurements, the solution of such system of equations is to find the minimum of some 
function for determining the errors of the measured distances. In this case, the most appropriate choice is the criterion of minimizing 
the maximum deviation to reject gross errors of the measured values. Thus, the most probable value of the constant correction of the 
rangefinder and lengths of the measured target and its segments for all possible combinations has been obtained. The research was 
carried out on a geodetic landfill under optimal meteorological conditions. The research has also revealed that the proposed technolo-
gical solutions allow increasing constant correction balancing accuracy of the rangefinder, measured line and its segments lengths in 
comparison with the known method of correlate by at least 10 %. On the example of the SOUTH NTS-350 rangefinder, the accuracy 
of the obtained approximate values of line lengths and its segments was defined to be almost three times higher than line lengths 
declared in the technical specifications of the root mean square error measurement for the same device. 
Keywords: electronic total rangefinder; measurement errors; minimization of squares of deviations; error theory; equivalent me-
asurements. 
